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ВОПРОСЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 
И ИНВЕРСИИ ИНДУКЦИОННОГО КАРОТАЖА ДЛЯ 

РАДИАЛЬНО-НЕОДНОРОДНЫХ СРЕД

��������	
� ���	�
�	 ������� ���	�����	����� ��	��	�	
�� �
������

���
�������� � ���������
�	� ��������
�-���
����	���� ���	� ��	��. �

���� �����
���	 ��������	
� ��
��	�
�� ������ ������. ��	���	
� 
���	
��	�����	
�	 �	�	
�� � ���	 �����
�� ������ ����� � ��	�	, � ����	
�
�����	���	 �����	
�� ��������
�� �	�	
�� �� �����	���� ���
����	�-
��� ���	�.  � !��� ��
��	 ��	����"��� 
	������	 ��	����� �� �
���� �
�
�	����. ��������	
� ������	 �������� �� �����	�
�� ������ 
� ��
��	
�
	�
�� ������	
��.

Ключевые слова: индукционный электромагнитный каротаж, теория, цилинд-
рическая среда, борновское и доллевское приближение.

� �������	�
� 	
 ���� � ����� ���	
����� �������	���� �	�-
���	����� ��� ���	�� ��
	���� � ��� ��
�����
���� � �����
��
���	�	� ������
�����
 �	���	�
���	-�	��
�� �	��� ����� ��
������������-�	��
��, �	
	��� �	������
�� � ��	����� �������,
������
 � ���� 
�	 ����	��, � 
���� �	��	��
 	����
� ������	�
�
�������	���� �	����	����� � �����	��
� �	�� ��	����	�����. �
�
�	���, ��� � �	���	�
���	-�	��
��, ����
 �	� 	� �������� ��
��
	�������� ��������� � �� ���	�	�	 ��	��
��	����� ��
	����
� ����	��. !	����	, � ����
�����	� ���	
� � ��� ��������� ���-

�����
	� ������ ����� ���������� � 
��������� �	���. "����
�	��� �������
�� � �	����
��� ��
	����� (��������, [5]). $����
����
 �����	
���� ���������� ������������� �	���, �	
	���
�����
���� �� �	�� ��	����	�����.

Решение одномерной прямой задачи

%����	
��� �� ���� ������ 	 �	� ����	������	�	 �
	�	����	

	�� � ������������-�	��
	� �����. "��	�	 �	�� �� ���� ����	
�����
��, �	 ����, ��������, �� 	��	��
����� ���	
� [1] � [4]. 
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"����� �����	����� �	����
� �	��� &����
� � �	�
��	��� ����-
�� � �	�
�	�
� �� ���� �	�� �	����
��� � ��	������� 	����	�.
!�	�� 
	�	, &
	 �� ���� � ��	 �	�
����'�� ����� ���	��	��
�
�� �	������ �	��� �����
�
	� – ��������� �� ��	���	���� �	
������
��� �	��� � �	�	��	�	 �����
������ �� ����.

*
��, �����	
��� N-�	���� ����� (N ������������� ������ – 
ri, i = 1, …, N) (���. 1). +������'�� � 	�� ����� ����
 ������ 0, �
��� ��� ����� – ������ N (������� ��	�	���	�
� – �i, i = 0,1,…, N). 
+	����� �����
��� ��	������	�
� �� 	
����
�� 	
 ��	������	�-

� ������� – �0). /� 	��	� �� ������ �����
�
���
 �	�����	�
���
����	�������� 
	� � ���
	
	� �, ����'�� 
	��	 �����
�����
�	�
����'�� j�(z), �/�.

���. 1. $��	� ��	��, �����
�� � ����	�� ������
��

3�
	� ���	����
 �	��	� � �� ����, �	
	��� �� �������� � [2] 
� ����� �	���	�
���	-�	��
	� �	���. $����� 	�������
�����, �
����
�� 
	��	 �	��	���
� Hr, Hz, E�. 7��
��� ��������� 8������
� �����������	� ���
��� �		�����
 �����
 ���
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�����, ��	�� ������. /� ��	�
�� �������� ���������� Hz � E�. /�
������� rtr c 
	�	� �	��� ���	��
��� �����'�� ��	���:

 [E�] = 0, [Hz] = j�. (2)

9��
���� ��� ��������� ;����	��� � �����������	� ���
���,
����� ����
� �� ���� � ���� (
	� I �	����	
	��� �� ��	��� z = 0):

,)()cos (
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,/)(')sin (
2

,/)(')cos (
2
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��� ������� R ��	��
�	���
 ��������� ?�����:

022
2

2
2 =−

∂
∂+

∂
∂ Rur

r
Rr

r
Rr , (4)

iiu σωμ−λ= 0
2 i �

Ri(r) = –AiI0 + BiK0(uir), R'i(r) = –AiI1 – BiK1(uir). (5)

/� �������� ���������� 
������������ �	��	���
� E� � Hz.
*� ���������� �		�������� �� �	��� �		��
� B0 = 0, AN = 0 
(���
���� ��	��
�� �	�������	������ ������� ?�����). �������
�	&�������
� A � B ����� �������� ������� R � �� ��	���	��	� �
i-� �	�, �����

A = – urK1(ur)R(r) – rK0(ur)R'(r),
B = – urI1(ur)R(r) – rI0(ur)R'(r). (6)

B	���� (5) � (6) �	��	��
 ������
� �������� R � R' �� �������
������� �	� ����� �������� �� ������ � 	���
�	, 
	 ��
� 	������	-
��
� ��������
��� �����
. +�� i = N (��� ��� 	���
�, r � rN)

RN(r) = BNK0(uNr), R'N(r) = –uNBNK1(uNr), (7)

� ��� i = 0 (���
������ 	���
�, 0 < r � r1)

R0(r) = –A0I0(u0r), R'0(r) = –u0A0I1(u0r). (8)



�������	�
 �������	��� � �	��� ����
� � �������������84

+�� �����	�� ������� ���������� R � R'/u2.
/� ������� � ��
	����	� ����� ��	��� �����	��

)(|][ zIH
itrz δ⋅= , �� 0|]/'[,1|][ 2 ==

trtr rr uRR . (9)

7	��
����	, �� ���� �	�
� ��� �	�
�	��	. B	���� (5)–(6) �	�-
�	��
 �������
���
� �������� ������� � �� ��	���	��	� � ������
������� (� �	� �� ������	�) �� ������ � ��	�	�	
. /�������
�� ��� ��� �
	�	�� �	������ (N) �������, ��� ������� � ��	��-
�	���� 	�������
 �	���� (7) � 
	��	�
�� �	 �	&�������
� BN.
+	����� ��	 �	�� ������ 1, � �� ���� 	�	������� ��� X(r). 8�
“� �����” �� ������� � 
	�	� (rtr) �����
�
 �������
� � �	������
������� � �������
 	
 ����	�, �	������ ��	����� (9), � 	��������
�	&�������
� A0 � BN. *
��, �� � ��
	����� �����

trtrtrtrtrtrtrtr
tr

tr YXYXDuXYrrrX
D
Y

rR
�����

�
�

−==≥⋅−= ,/',),()( 2 , (10)

� ���� ��
	�����

tr
tr

tr rrrX
D
Y

rR ≤⋅−= ),()(
�

�
�

. (11)

3����
� X
�

� X
�

	�	������
 	��������� ������, � �	������
�������, � �		
��
�
����	 �����, � ����	� �������. $���
��, �
	
r · D(r) = const. �
	 ����	��
�� ��� 	��������� ��	���	���� ��-
 ���� �	 ������
��� �	��� (�������� ������ � �	��	
�������).

%� ���� �	����	. G������� ��������� �������
��, � 	��	��	�,
� ��������� ��
����	� (3). +�	���� �	������
 ��� ���������
����
	���� 	
 ��
	����� �	 ��������� �	 ���
���� ��-�� 	���-
����'��	 ���
	��. �
� ��	���� �� ��
�� ��
�� ��������� ��
�
��
�����	����� � �	������	� �	��	�
� 
��, �
	 	�������'��
���
	� 
�����	������
�� � ��
����'��.

/� ���. 2 ���	��
�����
�� ������� �����
	�. +����� ������ – 
&
	 ����� (E�) �� 	�����	�
� ������	� 3 �� 	
 �	����	�	 
	��
������	� 5 �� � �������	�
� 	
 z � 	��	�	��	� ����� (� = 10 ��·�). 
�
	��� ������ – �����, �	��� ���
�� ������� 5 �� �	��	
������
����� ����	 1 ��·�. /��	��� 
��
�� ������ 	�������
 ����� ��
	��, �	���������� � �����	��	� ����� (� = 1, 10 ��·�) 
	������
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��
	����	� (���
������� �����
��� ���	��). 7����� ���������
�� ���. 2 � 	�'��� �	���
�.

���. 2. %�	� ����	��� �����	� � �
���	

	� ��	��

Производные поля по параметрам модели среды

?��
��� �����
 ��	���	���� – 	���� �	����� �	��	��	�
� ��
������ � �������� ������. 8���� 
�� &
	 ���	��	 ����
� � ��	-
����� �� ���� ����	� ������. �	���'���� ������� � ��	�	���	�
�
����	��
 � �	������ �	�	��
���	�	 
	�� � �	
�	�
�� ��·E�.
9��
���� ��������� �� E� (3), �	���� �� i-� �������

)()( 10 rX
DD
YYY

r
R

itr

iitr
ii

i

����
⋅σ−σωμ=

∂
∂

−i , ri > rtr, r. (12)

$���
��, Di = Dtr·rtr /ri.
� ����� �	���'���� ��	�	���	�
� � i-� �	� ��	��	���	 ����
�

�	�	��
����� 
	� �	 ���� 
	'��� �	�, 
	 ��
� ��	��
�����	��
�.
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����

22
2

/)/(
2

urXYuXXYYrrYYdr +−⋅=∫ ,


�� �
	 �� i-�	 �	� (ri � r � ri+1)

./)/(
2

,/)/(
2

,/)/(
2

/)/(
2

,,),(

22
2

2
0111

2
01111

2
1

0

22
2

2
111

2
1111

2
1

0

NNNNNNNNN
N

N

iiiiiiiii
i

iiiiiiiii
i

i

tri
trtrtr

itr

i

uYXruXXYY
r

a

uYXruXXYYra

uYXruXXYY
r

uYXruXXYY
r

a

rrrrX
rDD

aYR

������

������

������

������

��

−−⋅−=

+−⋅=

−−⋅−

−+−⋅=

>⋅
⋅

ωμ=
σ∂
∂

+++++++
+

i

 (13)

8	��	 
���� ����	��
� ���������	� �������	����	� �� ����
����	� ������ � 	����
�	�
� �� ���� �� �	�	�	� (�������
�	�)
�����. 7 ��
���
�����	� 
	��� ������ ��������
�� ���	����� �
��� "&�	�� � �	��������� 
	��	 �����	�	 ����. *
��,

)()( 0
0

0
0

0 ii

N

i i
ii

N

i i

R
rr

r
R

RR
r

σ−σ⋅
σ∂

∂
+−⋅

∂
∂

+= ∑∑
σ

. (14)

B	���� (14) ��������
 �������	����	� �� ���� ����	� 	��	-
����	� ������, �	 ���	��	 	�	�'�
� &
	 �� 
��������� �	���'����
��	�	���	�
�. "���� �� ���� �	��	 ���	��	��
� �� 	����
���	�
��������. $���
��, �
	 &
	 ���������� �		
��
�
���
 �����
�	�� �
������ �	��	���	�� ����������, �
	 � 	�	����	�
� �������
���	
� 
�������	�� �	���'����.

Вклады отдельных слоев

I�� �����
�	 �	��� ���� ������������ 
	�	� � �	��
	�
��	�
����
�� (
	 ��
� E�(r, z)), 
	 �	��	 �����
���
� �	� ��� ��-
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����	����� �	�� 
	�	��� ��
��, ����		������ � �	����� (�����
��� ���, ����� ������������ 
	�	�). *�
������� �	 	
������
������������� �	��, �	��	 �����
���
� �� ���� (� 	���
�
����	���) � ���� ����� ����	� 	
 	
������ �	��:

).(),(
),()(

,...,,2,1,0),(~

,

111110

11111

0

NNNNNN

iiiiiiiiiii

recrectr
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=
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 (15)

$���� ���	����
�� �� ���� �� ����	������	� 
	�	�	� ��
� �
�	����� (�i = 0):

recrecrecrecrec
tr

tr HFHFDFHrF
D
H

rR
����

−=λ=⋅−= ~,/'),(~)(~ 2 ,

��� ������� F, H, D 	�������� � �	����� �� ��	���� ��������,
�		
��
�
���'�� �������� �����	� �����.

"��	� �����
������ ����	� ������ ����	�
����
 �	�	��
��-
��� �	��	��	�
� �� ������ &����
���	�
� &��
�	�����
���
���	
����� �	����	�����. J����	 ����	�� ��
������� ����
��

	, �
	 ���� ���� � (15) Ri ������ ��
	����	 ��	�	���	�����
��	�	���	�
�� �		
��
�
���'�� �	��. � 
��	� ����� �	��	 ����-
�
���
� �� ���� �� ���	
	�	� ����� � � ���	
	�	� 	����
�	�
�
�������
�	� ����� �0 � ����

∑
= σ

σ
⋅σ=σ

N

i i

i
i

R
R

0 0

0 )(
)( . (16)

"���� 	����	�, �	����	 �	�	� �������	����	� ���������	�
�� ���� ����	� ������. �
	 ���������� �����	��
 � �	����	�
��� � � 0, � 	�	 ����
�� ���	
	��� 	�	�'����� �	����	�	
����������. J�	�'���� �	�
	�
 � 
	�, �
	 �	 ���	
	�	� �
�����
���
����
�� ����-&����
, �	��	��� ���	����
�� �	�	� �� ����
�� �������
�	� �	���. K���	�
� &
	�	 �����
�
� �	�
	�
 � 
	�,
�
	, ��� �	�������
 �������� &���������
�, &
	 ���������� ��-
�	
��
 ��	�	 �� �, ��� 
������	��	� �	��	���	� ���������� (14).
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n r1 � r2
0 0 30 0,07

1 0,07 30 0,1

2 0,1 30 0,3

3 0,3 30 0,5

4 0,5 30 0,7

5 0,7 30 Inf.

n r1 � r2
0 0 30 0,07

1 0,07 30 0,1

2 0,1 7 0,3

3 0,3 50 0,5

4 0,5 5 0,7

5 0,7 15 Inf.

���. 3. ������	

�	 �	�	
�� ������ ������

/� ���. 3 ��������	 ��������� 
	��	�	 �����
� � �	�����	�	 �	
�������	������ �	����� (14) � (16) �� 5-�	��	� ����������-
�	� �����, �����
�����	� �� ���. 3 � ���� 
����� (�). $���� ��
	������ �������
��� ����� (a) (��	�
	 	��	�	��	� ��	�
����
�	 �
�	��	
������� 30 ��·�). "	���� �����
 � “�	������” �	������

�������	. %����
�
, �	����	, �����
��'�� – �	��	
������ 4-�	
�	�, ��������, � 6 ��� 	
����
�� 	
 �	��	
������ �������
�	� ���-
��. G
	 �����
�� �	��	���	�	 ����������, 
	 	�	 ���
 ��'��
����	
	
����'���� �����
�
, � ������ ���� � ����	� �� �������
�	�
�	���, ����� � 
	��	�� �����
�. � �����
�� ��
	���� � ��������
����	������ �� ������ ���� �������� (r1 = 0,07 �, r2 = 0,1 �).

"��	� �������	����	� �����
������ ����	� ������ (16), ����-

��
���	� � �	�	��	  ��	�	� ������	�� ������
�	� 	
�	��
���	
�������
�	� �	���, ���
 �	��	��	�
� �� 	����
���	� ��������
������, �������� �� ���
�	�	 �	����	����� �
��
	�	� �	���
�� ������ ��, �	�� 
	��	� ��������. �
� �	��	��	�
� ���
��	������, � �� ���. 4 �����
���� ������ 
��	� ��������. +��
&
	� �� ��������� �		����� ������, � 	������	�� ���������-
��� ������� ��	�	���	�
�� 
	��	�	��
	� �����. 7��
�
�������
������ (8 ���
	
 � 12 �		����� ���������) ��� ��������	����
�� �����, �����
�����	� �� ���. 3, �. %������
��� (��������)

	

�
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����� – 	��	�	��	� ��	�
����
�	 � �	��	
������� 30 ��·�. /�
���. 4 �����
����	 ��������� ������ �����	� ��	�	���	�
� ��
���
�����	� �	��� (� �	
	�	� 	
�	��
�� ������) � �	�����	� �
�����
�
� �������� ������������ �����	� ��	�	���	�
� 
	��	-
�	��
	� ����� � �������	�
� 	
 �������.

+����
����
 ��
���� ������
� �		
�	 ���� ����� ��������
������������ (14) � (16). $��� �� �	��	���	� ���������� ���
�	���'���� ��	�	���	�
� j-�	 �	�, ���	���� 
	���� �	���� (15) 
���	����� �	�	�	 �	� �	 ������ 	
 �	��. "	���
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��	
�	 ������
��� �����	�		
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��
� “�	����	�” ���������� �	����	 �	���� (16) ��� �	���-
'���� 	��	�	 j-�	 �	� 	
 �j �	 �. "�� �
	 �	���� �		
�	 ����
����� �	��	����� (RB) � “�	������” (RD) ����������� � �����
�	���'���� �����	� ��	�	���	�
� j-�	 � ����
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∂⋅σ⋅σΔ+=≅ ∑
=

N

i i

i

j
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R
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. (18)

*
��, �� ������������ ��������� 	
����
�� ���� ���	�.
8�	�
� 	�������
�� ��	���	����� 	
 “�	�
� �	��
��
” Ri/�i.
J����	, ��� �	�������
 �������� &���������
�, &
	
 ��� ���
�	
����� ��
 �	��	���	� ���������� � ���������� �	���'����, �
�����	�
�
����� ��	 �� ���
���
�, 
	 ��
� �����
� � “�	����	��”. 
�
	 ��'��
����	 �	�	���
 �����
�
�, ����������� � ���	
� [3].

Двухмерная модель

L�������	������ ���������� (14) � (16) �� 	��	����	� ���-
�� �	��
 ��
� �����
� �� ��������	� �	���. I�� �������
���
�	��� 	��	������, 
	 �� �	���� ��	�� 	����
����� ��	������.

���. 5. &����	�
�� 
	��
����
����
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7 ��
���
�����	� 
	��� ������ ������ ����	��	 ��	���
��.
� 	��	����	� ����� ������ �� �	���'���� ��	�	���	�
� �	�
�	��	 ����
� � 	���
� ��	�
����
������ ����	���. 8	��	 ��	
���	
�
� � 	��	����	� �������	� ������� �� ������� R, � ��
��
�����
��� � ���������� 	���
� �	 �	����� (3). � ��������	�
����� 	���
� �	 ������� 	���������, � ��������
�� ����
� 	�M-
����� ��
	����� (
	��) ����� � ��������	� ��	�
����
�� (���. 5).

*
��, ������
��� �	�	� �	�, ������
����� ��������	� �����-
��� ��� �	���'���� ��	�	���	�
� ��, � ����

ϕϕϕ Δ+≅ EEE 0 , (19)

��� 0
ϕE  – �	�����	� �	� �������
�	� 	��	����	� �����, �

zdrddurrRzzzrjzrE
r
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z
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20 /),(')](cos [),(
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, (20)

���

∫
+∞

∞−
ϕϕ λ−λ

π
ωμ

⋅σΔ=⋅σΔ=Δ durrRzz
I

zrEzrj 2
00

00 /),(')](cos [
2

),(),(
i

. (21)

8	��	 ��
�����	��
� �	 r, z � ��������� (20) ����
������,
� ������ ��	��
�� � ������
�	�� ������	�� ��
�����	����� �	
��	�
����
������ ����	�����. +��������� �	�
	�
 � 
	�, �
	 �
��������� �� �	�	��
���	�	 
	�� (21) �	�	� �	� �������
��
�� �	�����	�. �
	 � ��
� �	��	���	� ����������. ��������� (19) 
�	��	 �����
���
� � ����

BGEE ⋅σΔ+≅ ϕϕ
0 , (22)

��� ������� GB �	��	 ������
����
� ��� ��	���	���� �	 ��	�	��-
�	�
� 	
 �	�����	�	 �	� � �������	� 	���
� (�� ��� �	��	�����
��	��
�������� ���
	�). �
	
 �	��	� ���	��	���� � ���	
� [3].

G
	 �����
�� ����	�	 �������	����	�	 �����
������ (�	
	�	�
��
	� ��	��	 �������
 “�	������”), 
	 	�	 �
�	�
�� ���	����	,

	��	 
����� ������
������ �� �	���'����, � �	��� ���� ����

	�	� � 	���
�

zdrddrrFzzzrjzrE
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r
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��� ������� F 	�������� �� �	�����, �

∫
+∞

∞−
ϕϕ λ−λ

π
ωμ

⋅σ=⋅σ= durrRzz
I

zrEzrj 2
00

0
0

0
0 /),(')](cos [

2
),(),(

i
, (24)

�� ���� � ����� 	
 	���
� ��
�

DGE ⋅σΔ≅Δ ϕ . (25)

"����� ���������� �	�
	�
 � 
	�, �
	 ������
�����
�� ��	�
� (�	 � ���	
	�	� 	����
�	�
� �������� �������
�	� ����� – �0), �
GD – “�	������” ��	��
�������� ���
	�.

B	���� (25) ���
 ���� 
	�	� � �	����	� 	�M��
�. +	�	� �	�
��
�

DGEE ⋅σΔ+≅ ϕϕ
0 , (26)

�
	 �	 �	��� �	������
 � (22), �	 ��	��
�������� ���
	� 	�������
�����.

Заключение

� ����	� ���	
� �����	
���� ����	��	 ��
���
������� ���
	� �
����� � ���	��	������ ������������-�	��
	� �	��� � �������-
	��	� ���	
���. !	����	, ��
	� �	���
� ������ �������
� ���	-

	��� �	��� &����
� (��
	������ ��
	����� � ���������, �����

��	���	���� �	 ������
��� �	���, “�	�	��	�” �����
������
�� ����). �
	 �� ����������'�� ��
���
������� ������
, �	 &
�
�� ���� �	�	���
 �	��	��	�
� �	����	����� � ��������. J
�����
������ �� ����� ��
	�� �����
�
 – �������	����	� �����
���-
��� �� ���� ����	� ������, 	
���	� 	
 �����
�	�	 �	��	���	�	.
�
	 �������	����	� �� ���� �	��	 ������
����
� ��� 	�	�'����
“�	����	�	” ����������, � 	�	 ������ &����
���	.

L����������� ��� ������
�	� ������	� ��������� ���
 ��
�-
������ �	��	��	�
� �� ������ � �������� ���	
����� &��
�	-
�����
��� ������. 8	��
 ��
�, �� 	��	����	� �������� &
	 �� 
��
����	, �	��	��� � &
	� �����  ��	�	�	�
���� �	�
�
	��	 ���
���

	���� ��	������, �	 ����������� �	��	��� � �� �
���
�� �	��
���	�	� �������	�
�, � &
	 ����
 �	� 	� ��������. � ����
�����	�
���	
� � ��� ��������� ���
�����
	� ������ ����� ����������
� 
��������� �	���, �� �	
	��� ����������� “�
�	���” �����-
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�
����� ��	������ �� 	��	�� �	����	-����	�
��� (�	����	-&�-
���
���) ��
	�	� ����������	 ������	����.
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